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Транспонированной матрицей 
[image: image1.wmf]A

называется такая матрица 
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, что ее элементы 
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 элементам исходной матрицы. То есть строками транспонированной матрицы являются столбцы исходной, а столбцами - строки.
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Свойства транспонирования матриц (
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Доказательство:


Первые два свойства являются очевидными, их можно проверить, просто проделав все операции по определению суммы матриц и транспонирования матриц, и убедиться что в итоге получим одинаковые матрицы.


Третье свойство не очевидно, мы его докажем:

Пусть 
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, элементы транспонированных матриц будем обозначать 
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 (по определению транспонирования матриц). А с другой стороны: 
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, то есть получаем, что 
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. Следовательно (т.к. 
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Связь элементарных преобразований и умножения матриц


Введем понятие матричной единицы. Матричной единицей 
[image: image24.wmf]ij
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 называется матрица, у которой все элементы кроме i,j-го равны 0, а i,j-й элемент равен 1. 
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Все дальнейшие умножения матриц производятся с согласованием размеров, которые, для краткости, я не буду указывать.

Утверждение:

Произвольную матрицу 
[image: image26.wmf]A

 можно представить в виде суммы матричных единиц, умноженных на число, а именно 
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Доказательство:


И правда, на i,j-м месте в матрице 
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, потому что в остальных матрицах i,j-й элемент равен нулю (по определению матричной единицы), а i,j-й элемент матрицы 
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 равен просто 
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, т.е. i,j-му элементу матрицы 
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При умножении двух матричных единиц получается следующая матрица:
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, т.е. матрица, в которой все элементы кроме i,l-го равны 0, а i,l-й элемент равен символу Кронекера 
[image: image34.wmf]jk
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(см. предыдущую лекцию). Т.е. 
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Утверждение:


При умножении матричной единицы ij слева на произвольную матрицу, получается матрица, в которой все элементы, кроме i-й строки равны нулю, а i-я строка равна j-й строке исходной матрицы. Т.е. из матрицы как бы вырезается j-я строка и ставится на место i-й. Остальные элементы обнуляются.

Доказательство:
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. Т.е. мы видим, что все ненулевые элементы этой матрицы находятся в i-й строке и равны элементам j-й строки матрицы 
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.

Если же на матричную единицу умножить справа 
[image: image38.wmf]ji

AE

, то мы получим тот же самый результат, только по отношению к столбцам.

Утверждение:


Чтобы к i-й строке матрицы прибавить j-ю, умноженную на число 
[image: image39.wmf]a

, надо умножить матрицу 
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 - это единичная матрица (см. предыдущую лекцию).

Доказательство:
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Если умножить на матрицу 
[image: image46.wmf](
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 умножить справа, то получим то же самое, по отношению к столбцам.


Диагональной матрицей 
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 называется квадратная матрица, у которой все элементы главной диагонали, кроме i-го, равны 1, i-й элемент равен 
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, а остальные элементы (не лежащие на главной диагонали) равны нулю.
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Утверждение:


Чтобы i-ю строку матрицы умножить на 
[image: image51.wmf]a

, надо 
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 умножить слева на эту матрицу.


Чтобы i-й столбец матрицы умножить на 
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, надо 
[image: image54.wmf](

)

a

i

D

 умножить справа на эту матрицу.
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Если вернуться к рассмотрению систем линейных уравнений, то можно заметить, что 
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 - матрица коэффициентов,
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Множества и отображения


Отображением 
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 из множества 
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 в множество 
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 называется правило, по которому каждому элементу множества 
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 ставится в соответствие какой-либо (единственный) элемент из множества 
[image: image65.wmf]Y

.


Отображение 
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 называется инъективным, если 
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Отображение 
[image: image68.wmf]f

 называется сюръективным, если 
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Отображение 
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 называется биективным, если оно инъективно и сюръективно.


Пусть 
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 состоит из одной точки 
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Мощностью конечного множества называется кол-во его элементов и записывается 
[image: image79.wmf]A

.


Теперь можно ввести другие определения инъективности, сюръективности и биективности, еквивалентные введенным ранее:


Отображение 
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 инъективно 
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Отображение 
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 сюръективно 
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Отображение 
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 биективно 
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Пусть 
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Единичным отображением на множестве 
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 называется отображение 
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 такое, что каждому элементу множества 
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 ставит в соответствие самого себя. Про такое отображение говорят, что оно тождественно на множестве 
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Отображение 
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Свойства отображений, единичных и обратных отображений:
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Доказательство:


Докажем, например, пятое свойство:
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Утверждение:


Множество 
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 конечно 
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Пусть множество 
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Подстановкой степени n называется биективное отображение 
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Пусть 
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Подстановка записывается как 
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Запись подстановки в виде 
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Подстановка 
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 называется обратной подстановкой для 
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Пусть 
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Циклом 
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[image: image144.wmf](
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 называются областью действия цикла.

Циклы называются независимыми если их области действия попарно не пересекаются.

ТЕОРЕМА. Любая подстановка есть произведение независимых циклов, причем эти циклы определяются однозначно с точностью до порядка сомножителей.

Доказательство:


Возьмем произвольную подстановку 
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Если она тождественная, то она есть произведение нулевого количества циклов.


Если она не тождественная, то есть такой элемент 
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 конечно, в некоторый момент времени элементы начнут повторяться, т.е. для некоторых 
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 - первое число, обладающее таким свойством, тогда 
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 тоже обладает таким свойством 
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. Т.е. мы получили, что подстановка зациклилась.
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